
Две статьи Анри Пуанкаре 
о математической физике· 

Следующие страницы не могут дать хоть СRолько­
вибудь полного представления о том, чем: теоретическая фи­
зин:а обязана Пуаннаре. Я был бы счастлив начертать 
такую общую картину и те:м почтить его память, но я от­
ступил перед подобной задачей, которую нельзя хорощо 
вьшолнить без длительных и серьезных исследований, -
для этого времени :мне не хватило. Поэтому я ограничился 
лишь двумя статьямв:: работой о дияамике элентрона, 
написанной в 1905 г. и оnубликоваявой в следующем 
году в вRendiconti del Circolo matematico di Palermo·», 
и исследованием о теории квантов, появившемся в «J our­
nal de physique» в начале 1912 г. 

Чтобы правильно оценили перву~о из этих работ, мне 
_придется осветить некоторые детали тех идей, развитие 
которых привело к принципу относительности. Поскольку 
приходится касаться и иоего собственного участия в раз­
витии этих идей, я должен прежде всего сказать, что 

иевя весьма ободрил: благосклонный интерес, Rоторы:й не­
изм:евяо проявлял Пуанкаре к моим исследованиям:. Впро­
чем, вскоре будет видно, насколько он меня превэоmел. 

Известно, что Френель объяснял астрономическуiо 
аберрацию rипотеэой неподвижного эфира, череэ который 
небесные тела проходят, не увлекая его. Известна также 
его знаменитая теорема, неизбежно вытеRающая из этой 
фупдамеятальной гипотезы, о частичном увлечении све­
товых волн движущейся материей. Поступательно дви,Rу­
щееся прозрачное тело сообщает световым лучам лишь 
долю собственной СRорости, определяемую «Rозффициев­
том: Френеля)) 1 - 1/п11 , где п - коэффициент преломле­
mmсреды. 

Когда благодаря работам Клерка МаRсвелла глубоRо 
изменились ваши взгляды: на природу света, стало есте-
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ствеппы~.r попытаться вывести э·rот коэффициент из прин-
1~ипов электромагнитной теории. Я поставил себе эту 
цель, которой удалось достигнуть без особых трудностеii 
в теории ЭJICI{Tpoпon. 

Большинство явлений, связанНhIХ с аберрацией, и 
в особенности отсутствие нлияния: движения Земли во всех 
экспери:ментах, в которых вся совокупность приборов по­
коится отпосптельно нашей планеты, объяснялись теперь 

удон.тrстворитесrьпыi11 обрдзо-r.1. Одна1;:0 падо было ого:во­
ритr,сн, что расс,1атри11ас~.1ыс эффекты до."Тtr<НЫ быть пер­
ВО!'О порядка величины относптс,тrъно частного 0·1·де.'Iения: 

rпорости Зе,1с1и на скорость света, ибо члены второго 
порядIСа в расчетах не У'JПТЪif\ались. 

IIo н 1881 г. Т\fайн_сльсопу удалось добиться иптерфе­
рсн1~ии двух светоnh1Х .ч:учей, :исходящих из одной точки 
и возвраща1ощихся к ней после прохо;пдения прямоли­

нейных :взаи,1по псрпспди1•улярных путеii одинаковой 
µ;липы. Он наше.-т, что наб.п107(ас:мые явления опять не­
чуnствительны R двпжению 3е111ли; иптерференционпые 
волосы сохрапя:1п свое по.~:оп;ение, псзавпсm.rо от на­

праn.гrспиii: п.-тсч прибора. 

На отот раз реч:ь шла об эффсн·1·с uторого uорядна и 
бы.~:о .~:сгно Jlидегь, что гипотеза неподвижного эфира 
пс ·может одна объяснить о·rрицате.'Iьный реэультат. Я бы.~: 
вh1нужден допустить новую гипотезу, равносильну10 тому, 

что дпи~нспис тела сквозь эфир нъ1аынаст небольшое со­
нрап~;ение те:rа н папраnлении движения. Это была един­
ственно nоз,1ожнан rинотсаа; опа была приµ;умапа также 
Фиц,_1а:ерас1ьдоr...1 II по:rучи."Та одобрепие Пуанкаре, хотя 
поспе1\ний и пс скрывал, что теории, в которых приду­

-r.rhrвают все новые гипотезы спе1,иально ддя частных явле­

ний, '1.111ло его уr\ОН.'rстноряют. Эта критина пос.~:ужила 
ДJJЯ }IСНЯ допо.~:нителЫ-lh11'[ ;~;оводО1'I д.~:я создания общей 
теории, саi11ые нрипципы котороii принодили бы к объяснс­
пи10 ::н>спсрП}НJвта 1'1айкеJ1r,сона п всех дальпей1пих эRспе­
ри11-1ентов, 1>оторые 111опхно б1,1.т10 бы спслать д.~:я ныяR.:1е­
ния эффе1{тоn второго поряд1ха. В теорпп, которую я ис~-:а,-т, 
отсутстнпс яв.~:ениii:, обязанных дви;нению всей системы, 
должно было быть доиазано д.ч:я любой скорости систе~-.rы, 

меньшсй с1хорости света. 

Бhr.i:o ясно, нn1;:oii '1етоди1'и с.Jrслуст придеря<инаться. 

()чеП!1i\ПО, Пf'\ДU б1,[;tо HOI\<l3;1TЬ, что НН.'(СПИЯ, и111еЮН\И~ 
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место в материальной системе, могут быть оnисапьт уравпе­
пиями одинаковой формы, неэависимо от того, нахо­
дится ли система в nоко~э или движется равноморпо­

поступательпо; эта одинаковость формы должна быть до­
стигнута падле;нап~ей подетанонкой по:пых переменных. 

Речь пrла о нахождении форJ1.1ул преобразования, подхо­
дящих }(3R для незавиеи:мых переменных (координаты х, 
у, z и время t), тан и для различных фиэических величин 
(скорости, еилы и т. д.), и доказательетва инвариантности 
уравнений относительно этих преобразований. 

Формуды, которые я тогда установил для координат 
и времени, ],fОГут быть записаны в виде 1 

х' = kl (х + et), у'= [у, z1 = lz, 

t 1 =kl(t+вx), 
(1) 

гдо в, k, l - постоянные, сводящиеся, одпано, к одной. 
Сраэу видно, что для пачала новых координат (х'=О) имеем 

X=-ef; 

итан, эта точка перемещаотся в системе х, у, z, t, со с1>0-
ростью в в направлении оси х. Коэффициент k опреде­
J1яется равопством 

' k=(1-в2)-2,, 

где l - фуннция от в, име1ощая значение 1 при в=О. 
Вначале я. ее не определил, во по ходу своих вычислений 
нашел, что для инвариантности, котору10 я преследонад, 

нужно поло;нитъ l=1. 
Э·1·и соображения, опубли1{ованные J1.1ною в 1904 г., 

побудили Пуанкаре написать сво10 статыо о динамике 
электрона, где оя дал мое имя преобразованию, о котором 
я только что говориJJ. По этому пово1(у должен заметить, 
что это преобразование :встречается уже в одной статье 
Фоiiгта, опублин:ованной в 1887 г., и что я не извлек 
из ;~того преобразоJJания все БО3МОJнпое. R самом деде, 
ДJ1л не1{оторых дсйетвите~1ьнь1х величин, nстречаюJТ\ихея 

в формулах, я не укааал наиболее пuдходящсго преобразо­
вания. Это было сделано Пуанхаре, а затем Эiiнн1тсйно~1 
и МипI{Овским. 

Чтобы найТи «релятиnистс:кие преобраэовавия», как 
я их теперь назову, достаточно :в нвкnтnрт.rх е.пучаях 

1 Я эдесь nридершиваюсъ обозна'lений н·уа11наре и выGа11аю единицы длю<ы 
:lu врсме11и так, 'fГО6ЬI с11орос1ъ cв\J'ra равнп.1шсь 1. 
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описать явления в системе х', у', z', t' точно таким: же обра­
зом, как :ло делается в системе х, у, z, t. Рассмотрим, 
например, движение точ:ки. Если за время dt координаты х, 
у, z претерпевают изменения dx, dy, dz, имеем компоненты 
скорости 

dx 
~=dt· 

Но в силу отношений (1) изменения dx, dy, dz влекут 
изменения 

dx' =kl (dx + edt), dy 1 = ldy, dz' = 
~ ldx, dt' ~kl (dt + xdx) (2) 

новых переменных. Естественно определить компоненты 
скорости в новой системе формулами 

t/_ dx' 
~ - dt'. 

что дает 

~'=l±:__ 
1 + •е • 

/_ dy' 
1') -dt'· 

,_ ' 
1!-k(I+~~)' 

(3) 

(' ' - k(i+~~) 
(4) 

В качестве другого примера можно представить себе 
большое число дви;нущихся: точек, скорости которых 
являются непрерывнп1ми функциями координат и времени. 
Пусть d1: - элемент объема в точке х, у, z; обратим вни­
мание на точки системы в этом элементе в определенный 
hwмент t. Пусть t~ - специальпое значение t', соответ­
ствующее х, у, ~. t в силу отно111ений (1), и рассмотрим: 
для различных точек эначения х', у', z', соответствующие, 
этому определенному значению t'=t~; иначе говоря, рас­
смотрим подожения точек в новой системе при одном 
и том ;не значении «времени» t'. Можно спросить, какова 
величина :>лемента 1:' пространства х', у', z', в котором 
находятся в этот момент t~ выбранные точки, находящиеся 
в момент t n d-c. Простое вычисление, которое можно здесь 
опустить, nедет к отношепи10 

d 1 j3 1 d 
"'С =k 1+·~ '"'· (5) 

Предполодtим:, ванонец, что точки, о которых идет 
речь, заряжены равньiми элеI>трическими зарядами, и 

примем, что в обеих системах х, у, z, t и х', у', z', t' этим: 
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эаряд.аМ: nриtiисывают оДи:Еiа:Rовьiе Ч:И:слбвьiе зЕi:аЧе~i:Ий. 
Если точки достаточно близки друг от друга, получается 
непрерывное распределение электрИ'lества, и ясно, что 

заряд, содержащийся в элементе d't в :момент времени t, ра­
вен тому, который содер;нится в d't' в :момент t'. Следова­
тельно, если р и р' - плотности этих зарядов, то 

pd1:= p1d-r.I 

и, в силу (5) • 

• r'=,.-<1+,e)p. 
Из этой формулы, сочетая ее с (4), выводится 

k 
pl~I =13 р {~ + s), 

1 
р'С'=ррС. 

(6) 

(7) 

Это формулы преобразования для конвекционного тока. 
Для других физических величия, как-то: элемр.п­

ческие и магнитные силы - надо идти менее прямы::м цу­

те:м; надо искать, :может быть несколько ощупью, формулы 
преобразования, способные обеспечить инвариантность 
электро:маrвитвых уравнений. 

Формулы (4) и (7) не содержатся в моей статье 1904 r. 
Это потому, что я не подумал о прямом пути, ведущем 
к ним:, так как я полагал, что между системами х, у, z, t и 
х', у', z', t' имеется существенная разница. В одной исполь­
зованы - таков был ход :моих рассуждений - оси коорди­
нат, имеющие определенное положение· в"' эфире, и то, что 
:можно было назвать «истинное& время; в другой системе, 
наоборот, мы имеем дело просто со вспо:могательвым:и 
вели'IИВами, введенными лишь как математическое ухищ­

рение. В частности, переменную t' велъая было бы назвать 
mременею в том же смысле, как переменную t. 

При таком ходе идей я не думал описывать явления 
в системе х', у', z', t' moчJW таким же обраао.м, как в си­
стеме х, у, z, t, и я не определил уравнениями (3) и (7) ве­
личины ~·, ·r(, С', р', соответствующие ~. 71, С, р. Вероятнее 
вdj}ro, свои формулы преобразования я нашел ощупью; 
с помощью нынешних обозначений их можно выразить 
в виде 

1 
Р'= kl3 Р· 
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Формулы прео(\:разоRания я стремился выбрать тан, ч·1·обы 
получить в новой систе111е наибоJJее простые уравнения. 
Позже я увидел из статьи Пуанкаре, что, дейrтвуя бо.ч:ее 
систематически, я мог бы достигнуть еще большего упро­
щения. I-Ie заметив ~того, я :не с11rог достигнуть полной 
пнвариаптпости уравпсний; мои фор11-1улы оставались за­
громожденными ли1пними членаi'.rи, которые долJI\ПЫ 

бы.<и бы исчезнуть. Эти члены были слишком: малы, чтобы 
оказать заметное влияние на явления, и этим я мог 

объяснить об па ру;понну10 наблюдениями независимость 
их от движения Зе.1,:1ли, во я не установил принципа 
относительности нак строгую и универсальную истину. 

llаоборот, Пуапнарс получил полную инвариаптность 
уравнений электродинамики и сформулировал «постулат 
относительности» - термин, впервые введенный им. В са­
мом деле, исХО/J;Я из точки зрения, .которую я упустил, 

оп вывел формулы (4) и (7). Добавим, что, исправдяя 
таким образом недостатки моей работы, он никогда в них 
меня не упрекнул. 

Я пе ?l[огу здесr. принести все прекрасные результаты, 
полученные Пуан:каре. Все же подчеркнем некоторые 
из них. Прежде всего, он не ограничился показом того, 
что релятивистские преобразования оставля1от неизменной 
фор11fу электромагнитных уравнений. Оп объясняет успех 
подстановон тем, что эти уравнения могут быть представ­
лены в форме принципа наименьшего действия и что фунда­
t.rентальное уравнение, выра;иающее :этот принцип, а также 

операции, с помощью которых выводятся уравнения поля, 

одинаковы в системах х, у, z, t и х', у', z', t'. ~~ 
Во-вторых, в соответствии с заглавием своей статьи 

Пуанкаре рассматривает, в частности, как происходит 
деформация движущегося электрона по сравнению с де­
формацией плеч прибора Майкельсона, требуемой посту­
латом относительности. По этому поводу предлагались 
две различпые гипотезы. По обеим электрон, предпола­
гаемый сферичесним в состоянии покоя, становится при 
поступательном: дви:~н:снии сплющенным: эллипсоидом вра­

щения, ось симметрии которого совпадает с направлением 

дви:~непия, а отпо111спис :этой оси к экваториальному диа­

метру равно ../1 - vi, ~-де и -- скорость. I-Io гипотезы раз­
личаются между собою в то11-1, что касается длины осей и, 
следовательно, объема. Тогда как я пришел н допущению, 
что экваториа,'lьНтJЙ радиус остается равным радиусу 
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Ьерво11аttаJ11,ной сферы, Бухерср и Лап)t~евеtt предпочли 
приписать постоянную величину объеr.1у. Первой гипотеве 
соотвотствует l=1, второй kl3=1. Добавим сразу, что 
первое значение единственное, совмес·.гимое с постулатом 

относительности. 
1Iтобы дать себе отчет об устойчивости злектрона и 

равновесии зарядоJI в неr.1, используя обыqпые понятия 

!'.texaнnRи, недостатоqно, очевидно, учитывать лишь 3лек­

тродинамичсские действия. Частица, ноторую здесь рас­
сматривают :как сферу, несущую поверхноствый заряд, 
немедленно взорвалась бы из-за взаимного отталнивания 
или, что 1·0 же самое, из-за махсвелловских напряжений 
на ее поверхности. Ита11:, следует ввести ен1е что-то, и 
Пуанкаре различает :здесь «связи» и «дополнительные 
силы». Сначала он предполагает лишь снязь, выра}l>снпую 
уравнением 

r=b0'", 

где r - полуось электрона, rЭ - ::Jl{Ваториальный радИУс, 
Ь и т - величины, остающиеся постоянными, когда r· и 
9 (или одна из них) изменяются с поступательной скоро­
стью v. Тогда для любо1·0 значения v будут известны раз­
r.tеры ::~ле:ктрона, ибо известно, что 9=(1-v2)-'/, и можно 
вычислить, пользуясь обычными формулами электромаг­
нитного поля, энергmо, холичество движения и функцию 
Лагранжа. Между :JТИ!t[И величинами, рассматриваемь1ми 
как фун:кции от v, должны иметь место хорошо известные 
соотношения. Пуан:каре до:казывает, ч:rо они удовдетво­
ряются лишь при m= -2/3, что приводит вас к постоян­
ству объема, т. е. R гипотезе Бухерера· и Ланжевена. 
Но :мы уже знаем, что не эта гипотеза, а лишь гиnQтеаа 
постоянного экваториального радиуса согласуется с посту­

~tатом относительности. Необходимо, таним образом, 
обратиться к «дополнительным силам». Предполагая, что 
они зависят от потенциала вида 

Ar"'61', 

где А, а и ~ - постоянные. Пуаннаре находит, что по­
стоянство экваториального радиуса" удовлетворяется при 

11=3, ~=2, т. е. что данный потенциал должен быть 
пропорциональным объему. Иа атого следует, что ис:ком:ые 
дополнительные силы :эквивалентны нормальному давле­

пию или напряжению, действующему на поверхность, 
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-йели>Ьиt8. itoroporo па едияяцу повёрХ:ttости ос.тается ttб­
стоянной, независимо от скорости nоступательяоrо дви­
жеиия. Сразу видно, что подходит лишь напряжение, 
наnравленвое внутрь; ero величину определяют из усло­
вия, что для покоящеrося алектрова, ю.wющеrо, следо­

вательно, форму сферы, зто дапряжеиие должно уравяо~ 
веСить электростатическое отталкивание. Если затем при· 
вести частицу в движение, то напряжение Пуанкаре 
совместно с злектромаrнитяьrм: действием: неизбежно вызо· 
вет сплющивание, требуемое принципом: относительности. 

Найдя «дополнительную силу&, Пуанкаре показывает, 
что релятивистские преобразования оставляют неизыев· 
в:ым: вид 1JJ1енов, входящих в ее выражение; таким: образом:, 
оп доказывает, что любые движения системы электронов 
могут происходить совершенно одиnаковым: способом в си­
стеме х, у, z, t и в системе х', у', z', t'. 

Я уже rоворил о необходmwстй: положить l=1 (по·. 
стоявство зкваториальноrо рациуса электрона). Я не буду 
повторять здесь доказательство, данное Пуанкаре, и скажу 
только, что он указал математпч:еское происхождение этого 

ус;~овия. Можно рассматривать все преобразования, ВЫ-' 
ражевные формулами (1), при равличных значе:яиях ско­
рости е и соответствующих. значениях k и l (эти последние 
козффициенты: рассматриваются как функции от s); можно 
сюда прибавить друrие подобные преобразования, выво­
димые из (1) изменением: направления осей и, наконец, 
любы:м:и их поворотами. Постулат относительности тре­
бует, чтобы: все эти преобразования Образовывали rpynny, 
а это возможно, лишь если l имеет постояапое значение 1. 

«Группа относительности•, получаемая таким: образом, 
состоит из лияейв.ых подстановок, пе нарушающих квад­
ратичную форму 

x2+y2+z2-t2. 

Статья ааканчивается примевев:ием постулата относи­
тельности к rравитационвым: явлениям:. Речь идет о том:, 
чтобы найти эаков распространения гравитации и фор­
мулы, выражающие компоненты: силы как функцию ко­
ординат и скорости как nритягиваемоrо тел:а, так и притя­

rивающеrо. Рассматривая эти вопросы, Пуанкаре начинает 
с поиска инвариантов rpynnы: относительности; действи­
те.льно, ясно, что должна существовать возможность опи­

сания явлешrй уравнениям.и, содержащими лшпь эти ив:ва-
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рианты. Однако задача является неопределенной. Есте­
ственно предположить, что скорость распространения 

одинакова со скоростью света и что откл:оilевия от за:кона 

Ньютона должны бы:тъ второго порядка величины: отвоси­
тельио с:коростей. Но даже при этом ограничении сохра­
·няется возможность выбора ме;кду несколькими гипоте­
зами, ив которых Пуан:каре обращает особое внимание 
на две. 

В этой последней части статьи встречаются некоторые 
новые понятия; их я должен отметить особо. Пуанкаре 

замечает, наnример, что 11ри рассмотреuии х, у, z и t ../- 1 
как КО{'рдипат ·rочки в четырехмерном пространстве ре­

лятивистсние преобразования сводятся к вращениям 
в этом пространстве. Ему также пр:mпла мысль добавить 
к трем компонентам Х, У, Z силы величину 

которая· представляет собой не что иное, :как раб~о;rу силы 
в единицу времени, и которую можно в некоторо'м роде 
рассматривать как четвертую компоненту силы. Когда 
речь идет о силе, действующей на единицу об'ьема тела, 
редятивистские преобразования меняют величины 

Х, У, Z, Т '1/ - 1 таким же образом, как и величины х, 
у," tFf. 

Напоминаю об этих идеях Пуанкаре потому, что они 
близки к тем методам, которыми пользовались позже 
Мивковский и другие ученые для облегчения математи­
ческих действий, вст~ечаюЩихся в теории относитель­
ности. 

Перейдем теперь к статье о теории квантов. Примерно 
, в конце 1911 г. Пуанкаре присутствовал па фИ:вическом 
:с_--коягрессе, созванном в Брюсселе Сольnе, на I{отором 
~·а~нимались главным образом: явлениями теплового излу-
5··11ения и придуманной Планком для их объяснения гипо­
' ТiЭЗОЙ .~лементов, или квантов, энергии. В дискуссиях 
i' Пуанкаре проявил всю живость и прон~цательность своего 
·: Ума и вызвал восхищение той легкостью, с которой он под­
! Ходил к наиболее трудвыи физическим проблемам, даже 
' к тем:, которые были для негО новыми. Возвратившись 
'·-В Париж, он не перестал заниматься проблемой, ва;нность 
:- -Которой ясно себе представлял. Если гипотеза Планка 
;_верна, то (<физические явления перестают подчиняться 
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ааконам, которые MO}I\HO выразить дифференциальными 
уравнениями, что было бы, несомненно, наиболее 1'рупвым 
и наиболее глубоким переворотом из всех, которые пре­
терпела философия природы со времени Ныотона». 

Но действительно ли неизбе;кны эти новые взгляды 
и не существует способа прийти к занону излучения, 
не вводя эти дискретности, прямо противоречаrцие поня­

тиям нлассической мехапини? Вот вопрос, который ставит 
себе Пуанк3.ре в своей статье и на который он дает ответ. 
Позволю себе вкратце изложить этот ответ. 

Рассмотрим систему, состоящу10 из п резонаторов 
Планка и р 1\10;1скул, причем пир очень бодьшие числа; 
предполо~иим, что все резонаторы одинаковы и все моле­

кулы также одинаковы. Обозначим через ~1 , •.. , ~Р энер­
гии молекул и через 111 , ... , 11,, энергии резонаторон; 

каждая из этих персм:е"нных :мо1нет привm1ать любые поло­
жительные апачения. 

Пуанкаре пре;н:де всего докаэывает следу1ощее поло­
жение: JJероятность того, что значения энергий находятся 
в пределах ~1 и ~1 -1- d~1 , ... , ~Р и ~Р + d~P' 1)1 и 
111 + d711 , ... , 11" и 1Jn + d11", мо;1\ет бьrт1. представлспа 
выражспием 

w (111) ... w (11п) d111 ... d11nd~1 •.. а;р, 
где w - функция, о которой можно выдвинуть различные 
предположения. 

Как только будет известна эта функция, можно будет 
сказать, каким образом: некоторое количество энергии h 
распределяется между молекулами и резонаторами. Для 
этого можно себе представить в {р+п)-мервом прострав.­
стве ~1 ••• ~Р' 1]1 ••• 11,, бесконечно тонкий слой S, в ко­
тором: полная энергия 

1, + ". + 1, + "' + ... + "· 
заключена между h и бесконечно близким значением h+dh. 
Вычисляя три интеграла 
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110 СJ1ою S, получим /'// для энергии резонаторов JI 

[" 11 дл.11 энергии совокупности :молекул. Следовательно, 
если У - средняя энергия резонатора и Х - средняя 
энергия ~1олекулы, то 

nYI = / 1, pXI =111• 

Чтобы вычислить интеграл 1, мо;нно сначала ф:икси­
ровать переменные 111 , ••• , 1],,, а следовательно их сумму х, 
и распространить интегрирование по ~па все поло;нитель­
вые эва чения этих переменных, для которых сумма 

ei+· .. -~- ~р ванлю11ева меfКДУ h-x и h-x-t-dh. Это дает 

~ d~ 1 ••• d~P (р 1 
1) ( (h - x)P--1dh. 

Затем :можно вычислить интеграл 

распространенный па положительные значения 11· при­
чем 111+ ... +1],, находится между х и x+dx. Положим 

\ w(,,) ... w("")d,, ... d""=f(x)dx, 

где 'f' - функция, зависящая от функции w, и :мы получим 

• 
1= (p::._hi) ! ~ (h-x)P-1r.p(x)dx. 

о 

/' и /'' вычисля1отся тем же споеобом; следует лишь 
ввести под знак интеграла множитель х или h-x. В ко­
нечном счете, :можно написать 

• 
пУ= С~ x(h-x)P-1 r.p(x)dx, 

о 

' 
рХ =С j (h- x)'f(x)dx, 

" 

(9) 

(10) 

где множитель С одинаков в обоиХ случаях. Он вас не инте­
ресует, ибо достаточно опрсдо.'tить OTIIOШOIIИC Х и У. 

Теперь получают формулу Плавна, I<>оторую :можно 
считать отражением действительности, если сделать 
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о функции w следующую гипотезу, согласующуюся с тео­
рией квантов. 

Пусть е - величина кванта энергии, свойственного 
рассматриваемым резонаторам; обозначим через 8 беско­
нечно малую нсличину 1 • Функция w будет равна нулю 
повсюду, за искJТючепием интервалов 

kг<11<ke+8 (k=O, 1, 2, .1 ... ), 

и 1\~tя каждого из :>тих интерва.чов интеграл 

будет Иhfсть значение 1. 

Этих данны:х дос·rаточно для опредеJJения функ1,ии 'f и 
отношения У!Х, д.~:я которого находят, Rак я у•не сказа.1, 
::~пачепие, данное теорией П.т~аина. fl не останавливаюсь 
на этих вычислениях и перехожу сразу к основпому во­

просу: неизбежно JJИ допущение дискретностей, которые 
я тольн:о что yl\a::iaл. 

Я восuроизведу рассуждение Пуанкаре, но ена•1ада 
ска1ну, что в формудах, с -которыми мы :нстретимся, 
а: означает комплексную перемсппу10, действительная часть 
которой Ct.r всегда ПОJIОJкительпа. В граф1tчесI{ОМ изобра­
жении мы ограничm.1ся половиной плос-кости Ct., для ко­
торой сх, >О, и в интегрировапиях по а буде~1 следовать 
по прямой линии L, перпендикулярной оси действитель­
ных а и продолженной до бесконечности в обе стороны. 
Значения интегралов не будут аавиееть от величины рас­
стояния ar, от этой nрямой - до начала а:. 

Пуанl\аре вводит всnомогате~ьную функцию, опреде­
ляемую уравнением 

ф 

ф (•) ~ \ w (,) ,-"'d,, (11) 
о 

и докаэывает, что функция w и выводимая иэ нее функция tp 
·могут б1~~:ть выражены с помощью Ф. 

' Здесь речь идет о nepeQii. теориu. Пnанка, в ноторой IJPRHIJМa!OT, что ~nергия 
резонатора может иметь л11mь uдно из значений О, в, Ze, 3в 11 т. д. 
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~~:\ Прежде всеrо иtmерсией (:1:1) получаем 

w (11)= 2~" ~ Ф (о:) e""lda.. (12) 
,-, {L) 

Чтобы: получить аналогичную формулу для rp (х), за­
метим:, что в уравнении (11) можно заметить 11 любой 
И8 переменных 1h•· .. , "fl..· Перемножая полученные таким 
образом п уравнения, имеем 

00 00 

[Ф (•)r= \ ... \ w (,,) •.. w ("J ,-"'а", .. , а"· 
' ' 

:или, в силу (8), 

[Ф(•)f= \ p(x)e~dx 
' 

и после инверсии 

'f (х)= 2:1t I [Ф (a)J" e<>wdo:. 
(L) 

Формулы (9) и (10) теперь привим:ают вид 

• 
nY= 27п I ~ .x(h-x}P-i [Ф(a)J"e""'dxda., 

!1 (L) 

• 
рХ = 2~, \ \ (h - х)' [Ф (a)f e"'dxda, 

!1 (L) 

.-:И Пуанкаре преобразует их еще подстановкам 

x=nw, h·=n~, p=nk, 

,.что дает 

rде 

' Cn'"\f • пУ=~ J ~-ю 0"dwdo: 
!1 (L) 

' СпР"\f• -рХ =~ J 0 dwdu.., 
О (L) 
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Отметим, что ш - Не Что иное, как средняя эii:epгиit 
сдипичного рсэонатора в случае, когда 

111+ ··· +11"=х, 

и что ~ - это значение, которое принимало бы ш, если бы 
вся имеющаяся энергия h ока:Jалась сосредоточенной в ре-
3Онаторах; k есть отношение числа моленул к числу резо­
наторов. 

Когда ищут наиболее вероятное состояпие системы, 
применяя теорию вероятностей к м:оJiекулярным теориям, 
то иэ-эа огромного числа моленул всегда находят, что 

максимум настолько острый, что мо1кно пренебречь всеми 
состояниями, заметно отличающимися от наиболее вероят­
ного. В интересующем нас случае имеется нечто ана­
логичное. 

Допустим вместе с Пуанкаре, что для данных значе­
ний h и ~функция 0 имеет :максимум при et= et0 и ш= ш0 , и 
проведем череэ точку et0 соответствующую максимуму 

прямую L, расстояние ar которой до начала координат 
может быть выбрано произвольно. Так как показатель сте­
пени п весьма всдин, то максимум: 0" чреэвычайно острый, 
и пеобходи:м:о учитывать лишь те элементы интегралов, 
которые находятся в непосредстt1енной близости от «0 и 
ш0 , Это нам сразу дает для- искомого отношения 

пУ 000 

рХ =~-"'о 

и, силу уравнения 

пУ + pX=h=n~. 
Y=w0 , 

х- ~-"'о 
- k . 

(13) 

(14) 

Для определения значений а0 и ll\1 МО}КНО воспользо­
ваться уравнениями 

iJ log0 =О 
дw • 

откуда ВЫВО)'"l;ЯТ 

<[>' {" 1 __ о +ш =0 
Ф ('"'о) о 
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я 

(16) 

Из этих формул ви;..,...п:о, что а0 и щ0 зависят 01' nели­

чины ~. т. е. от полной энергии h, сообщенной сис1·еме; 
этого результата следовало о;нидать. Уравнение (16) сверх 
того вам показывает, что а0 всегда Т(ействительное. Эта 
величина сразу определяет среднюю энергию молейулы, 

ибо из (14) и (16) следует 

Х=-'. ,, 
Но мы знаем, что средняя энергия молекулы про­

порциональна абсолютной температуре Т. Итак, можно 
написать 

где с - известная постоянная, и уравнение 

У=- Ф'{о:о) 
(tto) Ф (17) 

которое выводится из (13) и (15), дает на:м: среднюю энер­
гию резонатора как фуяl{ЦИЮ от температуры. Как видим:, 
этот результат независим от соотношения чисел п и р. 

Предположим теперь, что вам известна средняя энер­
гия резонатора при всех температурах. Тогда из (17) мы бу­
дем знать для всех поло,кительных значений а произ­

водную 

d log Ф (ci) • 
d" 

.из нее можно вывести Ф( а) с точностью до постоянного 
' множителя. Разумеется, эти заключения сначала ограни­
ч:Иваются действите11ьными значениями а, во функция Ф( а) 
предполагается такой, что она определена на всей упомя­
нутой полуплоскости а, когда опа 3адапа во всех то'IКаХ 
действител:ьвой и положительной полуосей. 

Нанонец, формула (12) да·ст нам фун1{ЦИЮ вероятности 
w для любого положительного значения 11· Правда, в w 
опять онажется неопределенный мно~китель функции Ф( а), 
~о поµ;обный множитель не цмеет пинаного значения. 
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Таким образом, можно сказать, что вероятность ш пол­
ностью определена, как только известно распределение 

энергии f}.л,я всех температур. Имеется лишь одпа функ­
ция w для распределения, заданного как функция темпе­
ратуры. Следовательно, гипотезы, сделанные вами о w и 
приводящие к закону Планка, единственно допустимые. 

Вот рассуждение, которым Пуанкаре обосновал Ш!­
обходимость гипотезы квантоn. 

·как видим, заключение зависит от гипотезы, что фор­
мула Планка является точной картиной реальности, 
Но если это подвергнуть сомнению, то формула будет 
лишь приближенной. Именв:о по зтой причине Пуанкаре 
вновь исследует проблему, отказавшись от закона Плавка 
и исходя лить -из отношения, найденного зти:м физико~~, 
между энергией резонатора и энергией черного излучения. 
Это новое рассмотрение ведет к заключению, что полная 
энергия излучения будет бесконечной, если интеграл 

j wd" 

' 
Ш! стремится к нулю вместе с 11G· Итак, функция w должна 
иметь по меньшей мере одн,у разрывность (при '1}=0), 
авадогичную тем, которые дает теория Rвантов 1• 




